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Fonctions de classe C!

Les exercices ou les questions marqués d'une étoile ne sont pas prioritaires.

1 Fonctions de classe C' et différentielle

Exercice 1. Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = x;iiz si (z,y) # (0,0) et
£(0,0) = 0.

1. La fonction f est-elle continue 7

2. La fonction f admet-elle des dérivées partielles ?
3. La fonction f est elle de classe C' ?

4. La fonction f est-elle différentiable sur R? ?

Exercice 2.*  Soit U = {(z,y) € R2|y # 0}. On considere lapplication f : R? — R définie
2 o x . : c Z/{

pour (z,y) € R% par f(x,y) = y~sm (y> S% (z,y) |

0 S111011.

Montrer que U est un ouvert de R? et que f est de classe C! sur U.
Montrer que f est continue sur R2.

Montrer que f a des dérivées partielles en tout point de R?. Les calculer.

Montrer que la fonction g—ﬁ est continue.

Montrer que la fonction f n’est pas de classe C!.

G W=

Exercice 3. Calculer la différentielle de chacune des fonctions suivantes :
1.m=p, 2. R=aB*cos(y)

2 Regle de la chaine

Exercice 4.  On considére les fonctions f: R? — R3 et g: R — R définies par

f(x,y) = (cos(zy), y, wexp(y?),  g(u,v,w) = uvw.
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1. Calculer explicitement g o f.
2. En utilisant expression trouvée en (1), calculer les dérivées partielles de g o f.
3. Déterminer les matrices jacobiennes J¢(x,y) et J,(u,v,w) de f et de g.
4. Retrouver le résultat de la question 2. en utilisant un produit approprié de matrices
jacobiennes.
Exercice 5. Soit f : 4 — R une fonction de classe C' sur un ouvert U de R% Calculer

2 2
(%) + (%5) en coordonnées polaires. Indication : On demande en fait d’exprimer les dérivées

partielles de f en fonction des dérivées partielles de g : (r,0) — f(rcos(6),rsin(9)).

3  Fonctions implicites

Exercice 6. On considere I'équation xe¥ 4+ ye® =0 :

1. Vérifier qu’elle définie une et une seule fonction y = ¢(x) au voisinage de (0, 0).
2. Calculer le développement de Taylor de ¢ a l'ordre 2 centré en x = 0.

Exercice 7.* On considére la fonction définie par f(z,y) = %y + In(1 + 3*) dont voici le
graphe :

1. Vérifier que le théoreme des fonctions implicites ne s’applique pas a 1’origine.
2. Montrer que, au voisinage de lorigine, 'ensemble Ly = {(x,y) € R?|f(x,y) =0} est
constitué de 'axe des abscisses et d'une courbe dont on déterminera une expression.

4 Equations aux dérivée partielles

Exercice 8. (Primitives) Déterminer toutes les fonctions f : R? — R solutions des systémes
suivants :
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1 {gi(x,y)nyQ o {gi( z,y) = ey

S(,y) = ya? ey =e"+2y

Exercice 9. (Fonctions invariantes par translation) On cherche a déterminer les fonctions
R? — R de classe C! vérifiant pour tout z,y,t € R :

fla+tty+t)=f(z,y)
1. Démontrer que, pour tout (z,y) € R?

0 0
o (.0) + 5 (2y) =0

2. Onposeu=z+yetv=x—yet Fu,v) = f(z,y). Démontrer que aF—O.

3. Conclure.
Indication : Voici un exemple de solution :

f(x,y) = exp(—(x —y)?)

Exercice 10.* Trouver toutes les applications f de R? dans R vérifiant

xf+ya = /a2 +y? (%)

sur D = {(z,y) € R*/ z > 0}. Indication : on pourra passer en coordonnées polaires. Voici un
exemple de solution :

f(z,y) = Va% +y? — (arctan(y/x))?




